Capitolo 8

Equazioni differenziali ordinarie

In questo capitolo ci occuperemo brevemente delle equazioni differenziali ordinarie, con-
centrandoci su alcune tipologie notevoli che ricorrono nelle applicazioni.

8.1 Motivazioni

Descriviamo brevemente due problemi che sono di motivazione per 'introduzione del pro-
blema delle equazioni differenziali : il primo problema e di natura fisica, mentre il secondo
e di natura geometrica.

. Supponiamo che un punto P di massa m si muova lungo una retta soggetto ad una forza
f dipendente dalla sua posizione, dalsvelocita ed eventualmente dal tempo. Se s(t) indica
la sua posizione a tempo ¢, un ragionamento simile a quello visto in precedenza relativo
all'interpretazione di $(t) come velocita istantanea di P porta a considerare

5(t)
come la sua accelerazione istantanea. Dunque la seconda legge di Newton afferma che il
moto e governato dalla relazione

mi(t) = £(t,s(t), 5(1).
Tale relazione rappresenta un’equazione differenziale ordinaria nellincognita s(¢). Ad
esempio, se P e soggetto ad una forza elastica f = —ks, si ha ’equazione

ms = —ks,

essendo k la costante della molla.
Essendo il moto completamente determinato dal fatto di conoscere posizione e velocita
di P all’istante iniziale %, la sua comprensione porta al problema

8(6) = L7(t, (1), 3(0))
S(to) = S0
8(t0> = Vo
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f(t,s(1),8(1)).

1

m
Osservazione 8.1. Intuitivamente ci si aspetta che I'equazione §(t) = = f(t, s(t), $(t))
ammetta infinite soluzioni: le condizioni di Cauchy s(tg) = so e $(ty) = vp ne individuano
una precisa.

detto problema di Cauchy relativo all’equazione differenziale §(t) =

2. Supponiamo che C sia una famiglia di curve nel piano determinate dalla relazione

(8.1) y = f(z,c1,02)

dove x varia in un intervallo I C R e ¢q, ¢cs € R. Per determinare una curva di C dobbiamo
in generale assegnare 2 condizioni per bloccare le costanti ¢y, cs.

Ci domandiamo se esiste una qualche equazione a cui il generico elemento di C deve
soddisfare. Derivando rispetto a x possiamo scrivere delle relazioni del tipo

{y’(x) = fi(z,c1,c2)
y'(x) = fax, 1, ¢2)

dove f; indica la derivata i-esima rispetto a x. Supponiamo di poter ricavare ¢y, cy dal-
le relazioni precedenti in funzione delle quantita (x,y'(z),y”(z)). Sostituendo in (8.1)
otteniamo che la generica curva di C soddisfa ad una relazione del tipo

F(a,y(x),y'(x),y"(x)) =0
che coinvolge x, la funzione y(z) e le sue derivate fino all’ordine 2.
Osservazione 8.2. Piu in generale partendo da una famiglia C data da
y= f(x,c1,c9,...,¢n)

e seguendo la procedura precedente, possiamo dire che la generica funzione soddisfa una
relazione del tipo

F(z,y(@),....y" () =0

che coinvolge x, la funzione y(z) e le sue derivate fino all’ordine n.

8.2 Formulazione del problema

In questa sezione formuleremo matematicamente il problema delle equazioni differenziali
ordinarie e faremo alcune osservazioni elementari introduttive.

1. Un’equazione differenziale ordinaria e una relazione del tipo
F(z,y(x),y (), ....y"(2)) = 0.
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Si dice che essa ha ordine n poiché la derivata massima che vi compare ¢ quella n-esima.
Grazie a quanto visto nella sezione precedente, ci aspettiamo che un’equazione di questo
tipo ammetta in generale infinite soluzioni dipendenti da n costanti. Per determinare una
soluzione in particolare, occorre assegnare condizioni aggiuntive. Seguendo le considerazio-
ni suggerite dall’analisi del moto di un punto materiale, ricoprono particolare interesse le
condizioni per cui la funzione e le sue derivate fino all’ordine n—1 in un punto xy assumano
alcuni valori assegnati. Si giunge cosi al problema

(Fz,y(@),y'(@),...,y™ () =0
y(xo) = Qo
(8.2) Y'(z0) = a1

ky(n_l) (z0) = @n—1
detto problema di Cauchy associato all’equazione differenziale.

Esempio 8.3. Sono equazioni differenziali ordinarie ad esempio

y'(z) = x + arctan y(x)

2"(t) + 22 (t) + z(t) = sint.

La prima e un’equazione del primo ordine nell'incognita y(x). Essendo chiaro che la
variabile indipendente ¢ z, si usa indicare 1’equazione anche nella forma

y = x + arctany.

La seconda ¢ un’equazione del secondo ordine nell'incognita z(t) che si puo scrivere nella
forma
2" 422 4+ 2 =sint

omettendo la dipendenza da t.

Osservazione 8.4. Il problema della primitiva puo essere visto come una particolare equa-
zione differenziale: infatti trovare la primitiva di f su un intervallo I equivale proprio a
risolvere I’equazione differenziale

Y(z) = f(x).

Si vede in questo esempio come le soluzioni dell’equazione siano infinite e dipendano
effettivamente da una costante arbitraria. Considerando equazioni del tipo

v (z) = f(x),

vediamo come le costanti arbitrarie possano essere effettivamente n.
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. Lo studio teorico del problema di Cauchy (8.2) risulta particolarmente delicato: esempi
espliciti mostrano che 'esistenza di soluzioni e la loro unicita risultano fatti del tutto non
scontati. Ci accontentermo di enunciare il seguente risultato fondamentale sotto ipotesi
non ottimali.

Teorema 8.5. Siano J C R un intervallo e
f=f(z,ap,a1,...,0p1): JXRXRx---xR—=>R

una funzione derivabile separatamente rispetto alle sue variabili con derivate continue.
Siano xg € J € Yo, Y1, - -, Yn—1 € R. Allora il problema di Cauchy

Yy (x) = flz,y(z), ¥ (x),. ..,y D(z))
y(wo) = Yo
(8.3) Y (wo) = n

\ y(n_l) (Z0) = Yn—1

ammette una ed una sola soluzione (massimale) y : I — R dove xg € I C J. Tale soluzione
e unica nel sequente senso: se y: I — R e un’altra soluzione, allora I C I e

Ve el : jz) =ylz).
Osservazione 8.6. L’equazione differenziale
y (@) = fz,y(@), ' (@), ..., y" V()

si dice in forma normale. Come visto in precedenza, lo studio del moto di un punto
materiale porta all’equazione differenziale del secondo ordine in forma normale

1
s = —F(t ).
3 - (t,s,3$)

Osservazione 8.7 (Alcune conseguenze del teorema di unicitd). Vediamo alcune
conseguenze analitiche molto utili del teorema di esistenza ed unicita per equazioni del tipo

y = f(z,y).

(a) Siano y; : I1 = R e yo : Iy — R due soluzioni (massimali) diverse dell’equazione:
allora per ogni x € I; N I, si ha

() 7 ya(x).

In termini geometrici possiamo dire che i grafici di y; e ¥ non possono intersecarsi.
Se infatti per assurdo fosse y;(z¢) = y2(x¢) = «, allora il problema di Cauchy

{y, - f(xay)

y(wo) = o

ammetterebbe due soluzioni (massimali) distinte, contro il teorema di unicita.
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(b)

Soluzioni stazionarie. Supponiamo che ¢ € R sia tale che
flx,e) =0 per ogni = € I.

Allora si ha immediatamente che 'equazione 3y’ = f(x,y) ammette la soluzione
costante

y(z) = c.
Tale soluzione (in un certo senso banale) viene detta una soluzione stazionaria del-
I’equazione. Ad esempio ’equazione

Yy = xsiny

ammette infinite soluzioni stazionarie date da § = k7 con k € Z. Invece 'equazione
y/ =1+ y2

non ammette soluzioni stazionarie.

Alcune proprieta qualitative delle soluzioni. Diciamo S linsieme delle soluzioni
stazionarie dell’equazione

y = f(z,y).

Grazie all’osservazione precedente, abbiamo che ogni altra soluzione non staziona-
ria y(z) dell’equazione non puo mai intersecare un elemento di S, cioe¢ y(z) non
puo mai assumere un valore stazionario. Questa semplice osservazione puo talvolta
tradursi in proprieta qualitative interessanti sulle soluzioni dell’equazione differen-
ziale. Se ad esempio 0 & una soluzione stazionaria dell’equazione, allora ogni altra
soluzione ¢ positiva o negativa sul suo intero dominio di definizione: si ha dunque
un’informazione a priori sul segno della soluzione.

3. Nel seguito ci occuperemo di alcuni tipi di equazioni differenziali che ricorrono spesso nelle
applicazioni alla fisica ed all’ingegneria.

8.3 Equazioni a variabili separabili

Si tratta di equazioni del tipo

(8.4)

dove f, g sono funzioni derivabili definite su due intervalli I e J. Il problema di Cauchy
associato e

(8.5)
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con xg € J e yp € I. Supponiamo che per il problema valga il risultato di esistenza ed
unicita della soluzione.

. Per risolvere I'equazione (8.4), seguiamo un procedimento formale molto usato nelle appli-
cazioni (esso puo giustificarsi pienamente anche da un punto di vista teorico, ma non ce ne
occuperemo).

Ponendo y' = dy/dx

W _ t(y)g(a)

dx
possiamo scrivere
dy
—— =g(x)dx
fl) o
Integrando ambo i membri, arriviamo a
(8.6) H(y) = G(z) +c,

dove H ¢ una primitiva di 1/f, G ¢ una primitiva di g e ¢ € R. Questa relazione definisce
in forma implicita la soluzione y in funzione di x. La costante c¢ si determina sostituendo
la condizione iniziale: si ha

H(yo) = G(x0) + ¢ = ¢ = H(y) — G(x0).

Il procedimento di risoluzione giustifica il nome di equazioni a variabili separabili: esse si
risolvono tramite due integrazioni nelle variabili y e x separatamente.

Osservazione 8.8. Sia

S:={ceR: f(c)=0}

la famiglia delle soluzioni stazionarie dell’equazione. Supponiamo che y : I — R non sia
una soluzione stazionaria dell’equazione: allora sappiamo che per ogni xz € [

fy(x)) # 0.

Cio giustifica, nel procedimento visto sopra, la divisione per f(y): a priori sappiamo che
per le soluzioni non banali dell’equazione, tale quantita non si annulla mai.

. Vediamo alcuni esempi.

Esempio 8.9. Risolviamo il seguente problema di Cauchy

v
y(2)=T1.
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Si ha —ZZ = ¢eY
dy
ey

dx

da cui
—eY¥Y=x+c

Tramite la condizione iniziale si ha
c=—e T —2.

Otteniamo dunque
—e V=g—e"-2

da cui
eV=e"T4+2—1z

ed infine
y:—ln(e_7—|—2—:p).

Esempio 8.10. Risolviamo il seguente problema di Cauchy

2 = xsint
z(0) = 1.

Qui l'incognita € una funzione z(t). Ponendo 2/ = dz/dt si ha

d
@ _ sintdt
x
da cui .
/—dﬂc:/sintdt
T
e quindi
In|z| = —cost + c.

Notiamo che z(t) = 0 ¢ soluzione stazionaria dell’equazione. Dunque la nostra soluzione
z(t) ha un segno definito sul suo dominio: essendo z(0) = 1 > 0, abbiamo che z(t) > 0
per ogni t appartenente al dominio di definizione. Possiamo dunque eliminare il modulo e
scrivere

Inz = —cost +c.

Poiché x(0) =1 si ha
Inl=-1+¢

da cui ¢ = 1. Otteniamo dunque
Inz =1—cost

da cui
$(t> — elfcost.
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Esempio 8.11. Risolviamo il seguente problema di Cauchy

Yy = xysiny
y(1) = 0.

Notiamo che la funzione y(z) = 0 ¢ soluzione dell’equazione differenziale e soddisfa anche
la condizione iniziale: per 'unicita della soluzione del problema di Cauchy, abbiamo che
y(x) = 0 ¢ la funzione che stiamo cercando.

8.4 Equazioni lineari del primo ordine a coefficienti
continui

Si tratta di equazioni del tipo
(8.7) y' () + a(z)y(z) = bz)

dove a,b : I — R sono funzioni continue definite su un intervallo I. Il problema di Cauchy
associato e

(8.8) {y%w) + a(z)y(x) = b(z)

?J(ﬁo) = Yo,

conzg €l ey R,

. Vediamo come risolvere il problema di Cauchy (8.8). Sia A una primitiva di a su . Allora
A [y (2) + a(2)y(w)] = " b(x).

Ma si ha
per cui

Integrando da x(y a x si ottiene

e @y(z) — ey z,) :/ e*)b(s) ds,
To
da cui, tenendo conto che y(xg) = o, si ottiene
y(z) = e 4@ [eA(IO)yo —|—/ eA)p(s) ds} :

Zo
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Se supponiamo che A(zg) = 0, cioé scegliamo come A la primitiva di a che vale 0 in x,
otteniamo la formula

(5.9) ) = e o+ [ eOn(s)as|

o

. Riassumendo, la formula risolutiva per il problema di Cauchy (8.8) ¢ data da

y(z) = e @ [’yo + / ) eAb(s) ds}

x0

dove A ¢ la primitiva di a su I che vale 0 in xg, cioe

. Se poniamo yy = ¢ nella formula (8.9), al variare di ¢ € R otteniamo chiaramente tutte le
soluzioni dell’equazione differenziale (8.7) (in questo caso A(z) puo essere una qualunqgue
primitiva di a(z)).

. Vediamo un esempio.

Esempio 8.12. Consideriamo il problema di Cauchy

y(1) =3.

Si ha a(x) = 2 e b(x) = e*. Dunque

Alr) = /jzds — (28] = 2(z — 1).

Si ottiene

Dunque
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8.5 Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti
costanti

Sono le equazioni della forma
(8.10) y" (@) + ay (x) + by(z) = f(x)

dove a,b € Re f: I — R ¢una funzione continua. La funzione f(z) si dice termine
forzante dell’equazione. L’equazione

(8.11) y'(x) + ay'(z) + by(z) = 0

si dice I'equazione omogenea associata alla precedente. Il problema di Cauchy associato
e della forma

y'(x) + ay'(z) + by(x) = f(z)
(8.12) y(zo0) = Yo
Y (zo) = y1,

dove xy € I, yo,y1 € R.

. Per risolvere le equazioni (8.10), facciamo la seguente osservazione fondamentale: se y; (z)
e y2(x) sono soluzioni dell’equazione, allora la differenza v(x) = y;(z) — y2(x) € soluzione
dell’equazione omogenea associata (8.11). Infatti si ha

V" (x) + av'(z) + bv(z)
=(1(2) = y2(2))" + alys(z) — y2(2))" + b(y1(2) — 9a(2))
=[yi () + ayi (z) + byr (2)] = [z () + ayy(x) + bya(2)] = f(z) = f(x) = 0.
Dunque la generica soluzione dell’equazione puo esprimersi nella forma
y(z) = g(x) + (soluzione generica dell’omogenea associata),

dove §(z) € una soluzione particolare dell’equazione. Dunque la strategia per risolvere il
problema di Cauchy (8.12) per equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti
¢ la seguente.

1. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata.

2. Determinare una soluzione particolare y dell’equazione di partenza.

3. Determinare le costanti generiche che compaiono utilizzando le condizioni iniziali.
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2. Consideriamo l'equazione omogenea
y"(x) + ay' (z) + by(x) = 0.
Per trovarne tutte le soluzioni, si considera il polinomio caratteristico
P(z)=2"4+az+b
e si pongono diverse alternative.

1. Se P ammette due radici reali e distinte \; e \; (caso a® —4b > 0), la soluzione
generica dell’equazione omogenea e della forma

Y(z) = 1M 4

dove c1,co € R.

2. Se P ammette una sola radice reale A di molteplicita due (caso a* —4b = 0),
la soluzione generica dell’equazione ¢ della forma

y(z) = (c1 + cax)e™
dove c1,co € R.

3. Se P ammette due radici complesse coniugate a + i e a —iff con a, 5 € R
(caso a? — 4b < 0), la soluzione generica dell’equazione ¢ della forma

y(x) = e (¢q cos(fx) + cosin(fx))
dove c1,co € R.

Esempio 8.13. Data ’equazione
y' =4y =0,
il polinomio caratteristico P(z) = 2% — 4 ammette le soluzioni \; = 2 e A\ = —2. Dunque

la generica soluzione ¢
2x

y(x) = c1e* + cpe”
Esempio 8.14. Data l’equazione

y' =2y +y=0,

il polinomio caratteristico P(z) = z? — 2z + 1 ammette come soluzione doppia A = 1.
Dunque la generica soluzione e

y(x) = (c1 + caw)e”.
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Esempio 8.15. Data l’equazione

y'+y +y=0
il polinomio caratteristico P(z) = 2% + z + 1 ammette come soluzioni \; = —1 + z\/Tg e
Ay = —% — @‘/73 Dunque la generica soluzione e

y(x) = e 2" [cl cos (?z) + ¢9sin (?:ﬁ)] :

. La determinazione di una soluzione particolare § dell’equazione (8.10) ¢ in generale
un problema difficile. Esso puo semplificarsi se il termine forzante f(z) e della forma

(8.13) f(z) = Ry(x)e® cos(fx)
(8.14) f(x) = Ry(x)e* sin(fSx)

dove Rj € un polinomio di grado k. Esempi di termini forzanti di questo tipo sono
f(z)=2%", f(z)=z, f(z)=sin2z

oppure
f(z) = 2%e* cos 3x.

Per trovare una soluzione particolare, si considera il numero complesso
Z=a+1f
e si pongono due alternative.

1. Se Z = a+if non e radice del polinomio caratteristico P(z) dell’equazione omogenea
associata, allora esiste una soluzione particolare della forma

e [Qr(x) cos(Bz) + Sk(x) sin(Bx)],
dove Qi e Sk sono polinomi di grado k.

2. Se Z = a + if eradice del polinomio caratteristico P(z) con molteplicita h, allora
esiste una soluzione particolare dell’equazione ¢ della forma

2"e™ [Qp () cos(Bx) + Si(x) sin(Bz)]

dove Q) e Sk sono polinomi di grado k.
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I polinomi generici Q) e Sy si determinano sostituendo direttamente nell’equazione ed
imponendo che essa sia verificata.

Esempio 8.16. Consideriamo 'equazione
Yy — 2y = 2¢”.

Il polinomio caratteristico ¢ P(z) = 22 — 2 che ammette come radici z = ++/2. Il termine
forzante f(z) = 2¢* ¢ della forma (8.13) con la scelta k =0, « = 1 e § = 0. Dunque 2z = 1,
ed esso non e radice di P(z). Dunque esiste una soluzione della forma

x

g(x) = ce”.
Sostituendo nell’equazione si ha che deve essere
ce® — 2ce” = 2e”,
da cui ¢ = —2. Concludiamo che una soluzione particolare ¢ g(x) = —2¢”.
Esempio 8.17. Consideriamo 'equazione
(8.15) Y + 4y = 2 + sin 2.
Il termine forzante f(z) = 2 + sin 2z ¢ somma di due termini forzanti

fi(z) =2 e fo(z) = sin 2.

Per trovare una soluzione particolare dell’equazione, grazie alla sua linearita, basta trovare
due soluzioni particolari relative a f; e fo e sommarle tra loro, cioe basta trovare g;(z) e
g2(x) tali che

(8.16) g1 () + 4 (z) = 2
(8.17) Uy (x) + 47p(x) = sin 2z

e considerare §(x) = 1(x)+72(z). Per quanto riguarda fi(x) = 2, esso & del tipo (8.13) con
k=a=p3=0.Siha z =0, che non & radice del polinomio caratteristico P(z) = 2% + 4.
Dunque esiste una soluzione particolare ¢, (z) di (8.16) della forma

7 (z) =c.

Sostituendo in (8.16) si ricava

1
4022:025
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ciod g1 (x) = 3. Per quanto riguarda fo(z) = sin 2z, esso ¢ della forma (8.14) con k = =0
e B = 2. Dunque Z = 2i, che éradice di molteplicita uno del polinomio caratteristico
P(z) = 2° + 4. Esiste allora una soluzione particolare g, di (8.17) della forma

Uo(z) = x [ccos 2z + dsin 2x].

Dunque
~/

Uo(x) = ccos 2x + dsin 2z + x [—2¢sin 2z + 2d cos 2x] .

Uo(x) = —4desin 2z + 4d cos 2x + x [—4c cos 20 — 4d sin 2z .
Sostituendo in (8.17) si ha

—4csin 22 + 4d cos 22 = sin 2z

da cui

Si ha dunque

. 1
Uo(z) = —ztcos 2z.

In conclusione, una soluzione particolare dell’equazione (8.15) ¢ data da

1 1
g(x) = 5~ gucos 2x.

. Vediamo un esempio di risoluzione di un problema di Cauchy seguendo la strategia vista
al punto 1. Consideriamo il problema

y'—2y =2

y(0) = —1
y'(0) =1.

Il polinomio caratteristico ¢ P(z) = 22 — 2 e
2 —2=0=z=1V2

Si hanno due radici reali distinte 2; = v/2 e 20 = —v/2. La soluzione generica dell’equazione

omogenea associata e data da
cleﬁgC + 626_‘@”.

Cerchiamo una soluzione particolare: il termine forzante f(z) = 2 ¢ della forma particolare
considerata al punto precedente con la scelta k = a = f = 0. Dunque Z = 0, ed esso non
e radice di P(z). Dunque esiste una soluzione particolare g della forma
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Sostituendo nell’equazione si ha che deve essere
—2c =2,
cioe ¢ = —1. Abbiamo dunque che la soluzione generica dell’equazione completa &
y(x) = =14 creV?* + cpe V2,

Le costanti ¢y, ¢y si determinano attraverso le condizioni iniziali. Poiché y'(x) = V2c eV —
V2¢,67 V2 otteniamo da y(0) = —1 e 3/(0) = 1

—1—|—Cl—|—62:—1
\/§C1—\/502:1

da cui
1 1

= ——= e Cy = ———.
1 2 ol

La soluzione del problema e

1
T :—1+—[6\/§x—6_\/§m )
y(z) o

8.6 Equazioni differenziali lineari di ordine n a coeffi-
cienti costanti

Si tratta di equazioni del tipo

y™ (@) +ary" V(@) 4t apay (@) + any(e) = f(2),

dove aq,...,a, € Re f: I — R & una funzione continua. Il problema di Cauchy associato
e
(1™ (@) + ary™ V(@) + - + any (2) + any(z) = f(2),
y(zo) = wo
Y'(z0) =

y(nil) (x0> = Yn-1

\

dove g € I, Yo, Y1, -, Yn_1 € R.

. La risoluzione di equazioni di questo tipo € analoga a quanto gia visto per le
equazioni di ordine due. Si ha che le generica soluzione ¢ della forma

y(x) = g(z) + (soluzione generica dell’'omogenea associata),
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dove §(z) & una soluzione particolare dell’equazione. La soluzione generica dell’omogenea
associata dipende da n costanti che vengono determinate attraverso le condizioni iniziali
del problema.

. La generica soluzione dell’omogenea associata si trova considerando il polinomio
caratteristico
P(z)=2"+a 2" '+t ap12+ a,.

Esso ha in generale n radici: a differenza che nel caso n = 2, tali soluzioni possono avere
molteplicita A > 2. Per scrivere la generica soluzione dell’equazione omogenea, si procede
come segue.

1. Si individuano tutte le radici di P(z).

2. Se A € R ¢ una radice di P(z) di molteplicita h, ad essa € associata una soluzione
della forma
(co+ 1z + coa® + -+ - + cpq ™ h)eM,

dove cg, ¢y, ..., c,_1 sono costanti generiche.

3. Se atif & una coppia di radici complesse coniugate di P(z) con molteplicita h, allora
ad essa ¢ associata una soluzione della forma

e [(do + dix + doa® + - -+ + djp_12"7") cos(Bz)
+(fo + frx + fox® + -+ frz"h) sin(ﬁm)} ,

dove dy, dy,...,dn_1, fo, f1,--., fn_1 sono costanti generiche.

4. La generica soluzione dell’equazione omogenea ¢ data dalla somma delle soluzioni dei
punti (a) e (b), al variare di tutte le radici di P(z).

Esempio 8.18. Consideriamo ad esempio I'equazione
y"" —2y" + 5y" — 8y + 4y = 0.
Il polinomio caratteristico ¢
P(z) =2 -2+ 522 - 82+ 4
che si puo fattorizzare nel seguente modo
P(2) = (z — 1)%(2* 4+ 4).

Dunque le radici di P(z) sono A = 1 con molteplicita 2, e la coppia di radici complesse
coniugate +2¢. Dunque la generica soluzione dell’equazione ¢ data da

y(z) = (co + c1z)e” + dy cos 2z + fjsin 2z,

con ¢y, ¢1,dy, fo € R.
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3. Come nel caso n = 2, la determinazione di una soluzione particolare dell’equazione
diviene semplice se il termine forzante & del tipo

f(z) = Ry(x)e® cos(fx)

f(x) = Ri(x)e™” sin(Bx)

dove R, e un polinomio di grado k. In tal caso si considera il numero complesso
Z = «a +1f e si procede come segue.

1. Se Z non ¢ radice del polinomio caratteristico P(z) dell’equazione omogenea associata,
allora esiste una soluzione particolare della forma

e [Qr(x) cos(Bx) + Sk(x) sin(Bx)],
dove Q) e Sk sono polinomi di grado k.

2. Se z eradice del polinomio caratteristico P(z) di molteplicita h, allora esiste una
soluzione particolare dell’equazione della forma

2"e [Qr(z) cos(Bx) + Sk(z) sin(Bz)]
dove Qi e Sk sono polinomi di grado k.

I polinomi generici Q) e Sk si determinano sostituendo nell’equazione ed imponendo che
essa sia verificata.

Esempio 8.19. Consideriamo 'equazione
y//// o 2y/// + 5y// o 8y' + 4y _ 6290

e determiniamone una soluzione particolare: si ha Z = 2, ed esso non e radice del polinomio
caratteristico P(z), le cui radici sono, per quanto visto all’esempio precedente, z = 1 e
z = +2i. Dunque 'equazione ammette una soluzione particolare della forma g(z) = ce®®.
Sostituendo nell’equazione si ha

(16¢ — 16¢ 4 20c — 16¢ + 4c)e® = e**

2x

da cui ¢ = 1/8. Dunque una soluzione particolare ¢ data da g(x) = ze**. La soluzione

generale dell’equazione ¢ data dunque da

1
8

1
y(zr) = ge% + (co + c1x)e” + dy cos 2z + fosin 2z,
dove ¢y, 1, dy, fo sono generiche costanti.

Esercizi
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. Dimostrare che il problema di Cauchy

{y'@s) = y(z) + f()
y(0) =0

dove

non ammette soluzioni.

. Dimostrare che il problema di Cauchy

{y'm = /[y(@)]
y(0) = 0.

ammette infinite soluzioni.

. Trovare una soluzione del problema

¥=x+y

y=z-y
con le condizione iniziale (0) = 1 e y(0) = 0. (Suggerimento: derivando la prima equazione
si ottiene ” = 2’ + 1/, per cui si pud sostituire nella seconda...)

. Trovare la funzione z(t) : R — C che risolve il problema

. Risolvere il sistema

' = —2xy

y = 2% — o2
con le condizioni iniziali (0) = 1 e y(0) = 0. (Suggerimento: scrivi z(t) = x(t) + iy(t) e
trova l’equazione corrispondente per z.)
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